GEOMETRIA PROYECTIVA - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2025

Practica b

Curvas en el espacio

1. Probar que si una curva satisface una de las siguientes condiciones, es una
recta:
(a) Existe un punto por el que pasan todas las tangentes a la curva.
(b) Todas las tangentes a la curva son paralelas entre si.
(¢) Todos los planos normales son paralelos entre si.
2. Probar que si una curva satisface una de las siguientes condiciones, en-
tonces es plana:
(a) La interseccién de todos sus planos osculadores es no vacia;
(b) Todos sus planos osculadores son paralelos.
3. Sea C la curva parametrizada por t + (asin?(t),asin(t)cos(t), acos(t)).
Probar que
(a) C estd contenida en la superficie de una esfera;

(b) Todos sus planos normales pasan por el origen.

4. Sea o : R — R3 la curva parametrizada por

(t,e Y/ 0) sit<0
a(t) =< (0,0,0) sit=0
(t,0,e=/") sit>0.

Probar que la curva es diferenciable y regular.
Calcular los puntos de curvatura 0 de la curva.

)
)

(¢) Calcular los planos osculadores de la curva cuando ¢ tiende a 0.
) Probar que la torsién de la curva es 0, pero la curva no es plana.
)

Construir una curva 8 plana que tenga la mismas funciones curvatura
y torsién que «. ;De qué modo se compatibiliza esto con el teorema
fundamental de las curvas?

5. Mostrar que si k es la curvatura de una curva « parametrizada por longitud
de arco, entonces su torsién es
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6. Sea « : I — R? una curva no necesariamente parametrizada por la longitud
de arco y sea 3 : J — R? una reparametrizacién de o por la longitud de
arco s = s(t) medido desde ¢y € I. Sea t = t(s) la funcién inversa de s y

2 3
denotemos % =, ‘fit‘;‘ =ay % = o/”. Entonces
dt _ 1 d?t (o0,
(a) 4 S Y dsE T T
! "
(b) la curvatura de av en t es k(t) = laxe |,
la/[3

(c) la torsién de aven t es 7(t) =

7. Para cada curva parametrizada por a : I — R3, calcule la curvatura y
la torsién (notar que las curvas no estdn parametrizadas por longitud de

arco).
(a) a(t) = (t,t2,3), con I = R;
(b) a(t) = (t, 141,125 con I =R\ {0};
(¢) a(t)=(t f(t),g(t)),con I =Ry f,g: R — R diferenciables;
(d) a(t) = (a(t —sin(t)), a(t — cos(t)),bt), con I =Ry a,b € R;
(e) a(t) = (a(3t —t3),3at?, a(3t +t3)),con =R y a € R.

8. Sea a : R — R3 una curva parametrizada por longitud de arco, con x > 0
y torsién nunca nula. Probar que si la distancia de los planos osculadores
al origen es constante, entonces los planos rectificantes pasan por el origen.

9. Una curva o : I — R3 es una hélice si existe una direccién con la cual
todas sus tangentes forman un angulo constante.

(a) Si 7(s) # 0 para todo s € I, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
i. la curva a es una hélice;
ii. el cociente % es constante;
iii. las rectas normales —aquéllas que pasan por un punto de la curva
con direccién dada por el vector normal— son todas paralelas a
un plano fijo;
iv. las rectas binormales —aquéllas que pasan por un punto de la
curva con direccién dada por el vector binormal— forman un
angulo constante con una direccion fija.

(b) Si s € Ry a,b,cson tales que ¢? = a? + b?, entonces la curva
a(s) = (acos(2),asin(2),b2)
es una hélice parametrizada por longitud de arco con = = g.

10. Si o : I — R? es una curva parametrizada por longitud de arco, la indica-
triz esférica de o es la curva 8 =t : I — R3.

(a) La curvatura de la indicatriz esférica de aves kg = /1 + (7=)? donde

o

Tas Ka sON la curvatura y la torsién de la curva a.
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(b) Determine la indicatriz de una recta, de una hélice circular y de una
curva plana.

(¢) La indicatriz esférica de una curva es una circunferencia si y sélo si
la curva es una hélice.

Supongamos que o : I — R? es una curva parametrizada por longitud de
arco tal que xk y 7 nunca se anulan. Entonces la curva trazada por a esta
contenida en una esfera si y sélo si existe A € R tal que

R+ (R')*T? = 4,
conR=1yT=1

Sea a : I — R? una curva regular con curvatura y torsién nunca nulas tal
que existen dos puntos P,Q € R? y una constante ¢ > 0, que satisfacen

lac(t) = PI* + [lat) = QII* = .

1 N K 2<c
K2 K21 ) T2

Sugerencia: recordar que vale la desigualdad

|A? + B? - A+ B
2 - 2

para todo par de nimeros reales A, B.

Probar la desigualdad

Sea o : R — R? una curva parametrizada por longitud de arco, con
curvatura y torsién nunca nulas. Sea sg € R y sea P un plano que satisface
las siguientes condiciones:
- el plano P contiene la recta tangente en sq, y
- para todo entorno I C R de sg, existen puntos de a(I) a ambos lados
de P.

Entonces P es el plano osculador de « en sq.

Sea a : I — R3 una curva regular no necesariamente parametrizada por
longitud de arco con curvatura y torsiéon nunca nulas. Decimos que a es
una curve de Bertrand si existe una curva 8 : I — R3 tal que las rectas
normales de « y 8 en puntos correspondientes de I coinciden, y en ese
caso 3 es la companera de Bertrand de o y puede escribirse en la forma

B(t) = aft) + rn(t).

(a) En esa expresion para 3, r es constante.

(b) « es una curva de Bertrand si y sélo si existe una relacién lineal
Ak+Br =1

con A y B constantes no nulas.
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(c) Sio tiene més de una compaifiera de Bertrand, entonces tiene infinitas
y esto ocurre si y sélo si a es una hélice circular.

Sea o : (—¢,€) — R3 una curva regular parametrizada por longitud de arco
con a(0) = (0,0,0). Consideramos la transformacién lineal P : R?® — R3
dada por la proyeccién ortogonal sobre el plano rectificante a « en tg = 0.
Sea 3 : (—¢,€) — R3 la curva plana que se obtiene de proyectar a, es decir
B(t) = P(a(t)). Sabiendo que la curva § esta dada por

L 3 2,3 1 2
t) = (—=t,t” +tsen(t) —t7,t° + tsen(t) — —=t —1t7).
A(t) = ( 7 (t) (t) 7 )
Hallar la curvatura de a en ty = 0 y los posibles triedros de Frenet-Serret
en ese punto.

Dada ¢ : I — R3 regular con curvatura no nula en sy probar que la
ecuacién del plano generado por o'(sg) y o(so + h) — o(sp) tiende a la
ecuacién del plano osculador cuando A tiende a 0.

Sea ¢ : I — R" una curva parametrizada por longitud de arco tal que
a’'(s),0"(s),...,0" 1 (s) son linealmente independientes para todo s € I.
Sean t1(s),...,tn(s) la ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt de una base
cualquiera cuyas primeros n — 1 elementos son o’(s), " (s),...,a 1 (s).
Mostrar que la matriz cuyas columnas son t,...,t, forma una referencia
movil para o y que sus curvaturas x;; verifican

Kij = —Kji,
Iiijzo, si Ii—j|>1.

Sea ¢ : I — R* una curva parametrizada por longitud de arco. Definimos
el grupo de matrices O(3,1) como:

O(3,1) = {AcR¥| A". J-A=J}.
Donde

J =

o O o
OO = O
o= O O
— o O O

es la matriz asociada a la forma cuadritica de Minkowski ® en R*.

(a) ;Qué condiciones tienen que verificar o', 0" y ¢’ para poder definir
una referencia mévil A € O(3,1) ’ortogonalizando’ respecto de ®7
(b) ;Qué ecuaciones verifican las curvaturas de una tal referencia mévil?

Sea o : I — R? una curva regular tal que o(s) # 0 para todo s € I,
Notamos con [o(s)] la clase de o(s) en P}(R). Sea

SL(2,R) := {A € R**?| det(A) = 1}.

Usar o y o’ para definir una referencia maévil respecto de la accién de
SL(2,R) en P}(R) y calcular sus curvaturas. ;Cémo se simplifica todo si
asumimos que ||o(s)|| = 1 para todo s € I?



